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摘 要： 为了降低二维ＭＵＳＩＣ（ＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，２ＤＭＵＳＩＣ）算法的计算量，提高算法的
实时处理能力，基于噪声子空间映射思想提出了一种适用于任意平面阵列结构的二维波达角（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，
ＤＯＡ）快速估计算法．新算法利用空间角度划分及非线性变换将信号子空间与噪声子空间的正交性等价地压缩至某个
角度分片内，使得真实ＤＯＡ在该角度分片内产生虚拟镜像，通过搜索该角度分片得到虚拟ＤＯＡ，最后利用数学式直接
计算得到真实ＤＯＡ．理论分析和实验结果表明新算法能够成倍地提高 ＤＯＡ估计的速度，同时具有比 ＭＵＳＩＣ算法更高
的空间分辨率．
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１ 引言

信号的波达角（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计在雷
达、声纳、无线通信等领域有着重要应用［１～３］．过去几十
年内，ＤＯＡ估计产生了许多经典算法，其中，以 ＲＯ
Ｓｃｈｍｉｄｔ于 １９８６年公开发表的 ＭＵＳＩＣ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌ
Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）算法［４］最具代表性．ＭＵＳＩＣ算法的最大优
点是其适应于任意阵列结构、理论表述简单．然而，ＭＵ
ＳＩＣ算法巨大的计算量在工程应用中难以满足实时处
理的要求，尤其在 ２ＤＤＯＡ估计更为突出．因此，降低
ＭＵＳＩＣ算法的计算量成为学者关注的一个研究热点问
题．

ＭＵＳＩＣ算法巨大的计算量主要来自于两个方面：一
是子空间分解［５］；二是谱峰搜索［６］．由于谱峰搜索相比
于子空间分解计算量更大，因此避免或降低谱峰搜索的

次数是降低ＭＵＳＩＣ算法复杂度的关键［７］．为此，学者提
出了求根 ＭＵＳＩＣ算法并以多项式求根代替谱峰搜
索［８］，然而该方法仅适用于均匀线阵．近年来，产生了将
求根ＭＵＳＩＣ推广到一般阵列结构的算法．文献［９］利用
阵列分离技术（ＭａｎｉｆｏｌｄＳｅｐａｒａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＭＳＴ）将任
意阵的阵列流型近似地表示成两个矩阵的乘积，其中一

个矩阵仅与阵列结构有关，而另一个矩阵仅与信号

ＤＯＡ有关且具有范德蒙结构．ＭＳＴ利用该特性将经典
ＭＵＳＩＣ空间谱表示成入射角的多项式并通过求解该多
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项式的根直接得到 ＤＯＡ．文献［１０］依据 ＭＵＳＩＣ空间谱
是入射角周期函数的事实，将 ＭＵＳＩＣ空间谱表示成有
限长度的傅里叶级数之和，以频域求根 ＭＵＳＩＣ（Ｆｏｕｒｉｅｒ
ＤｏｍａｉｎＲｏｏｔＭｕｓｉｃ，ＦＤＲｏｏｔＭＵＳＩＣ）估计 ＤＯＡ．尽管 ＭＳＴ
和ＦＤＲｏｏｔＭＵＳＩＣ能适用于任意阵列结构，然而这些算
法需要较高的多项式阶数以保证截断误差尽可能

小［１０］，而求解高阶多项式的复杂度同样十分巨大．另
外，目前尚未见ＭＳＴ和ＦＤＲｏｏｔＭＵＳＩＣ在２ＤＤＯＡ估计
的应用报道．

我们曾在文献［１１］中利用变换域空间对称压缩的
思想提出了一种适用任意阵列结构的高效 ＤＯＡ估计算
法，即ＴＤＭＵＳＩＣ（ＴｒａｎｓｆｏｒｍｅｄＤｏｍａｉｎＭＵＳＩＣ）算法．本文
中，我们进一步利用空间角度划分和噪声子空间映射

的思想提出一种更为高效的 ＤＯＡ估计算法，即 ＭＵＳＩＣ
高阶压缩谱（ＭＵＳＩＣＨｉｇｈＯｒｄｅｒＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｐｅｃｔｒｕｍ，
ＭＨＣＳ）算法．与ＴＤＭＵＳＩＣ不同，ＭＨＣＳ能在真实ＤＯＡ和
多个虚拟ＤＯＡ处同时产生峰值，该特性实现了空间谱
峰搜索的多倍压缩，因而其计算量相比于传统 ＭＵＳＩＣ
算法和ＴＤＭＵＳＩＣ算法更低．

２ ＭＵＳＩＣ算法

设空间存在 Ｌ个窄带、非相关辐射源 ｓ（ｔｌ），ｌ＝１，
２，…，Ｌ的入射信号．为了便于讨论，我们选取如图１所
示的接收阵列模型，定义第 ｌ，ｌ∈［１，Ｌ］个入射信号的
ＤＯＡ为（θｌ，φｌ），其中，θｌ为信号入射方向与其在ｘｏｙ平
面投影的夹角；φｌ为ｘ轴与信号入射方向在ｘｏｙ平面投
影的夹角．

对于远场窄带信号，阵列一次快拍接收的数据可

表示为：

ｘ（ｔ）＝Ａ（θ，φ）ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）
式中，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘＭ（ｔ）］Ｔ，ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），
ｓ２（ｔ），…，ｓＬ（ｔ）］Ｔ及 ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…，ｎＭ（ｔ）］Ｔ

分别为阵列接收数据、信号及方差为σ
２的通道噪声，

Ａ（θ，φ）＝［ａ（θ１，φ１），ａ（θ２，φ２），…，ａ（θＬ，φＬ）］为阵列
流型，ａ（θｌ，φｌ）为导向矢量且可表示为：

ａ（θｌ，φｌ）＝［ｅｘｐ（－ｉγｌ，１），ｅｘｐ（－ｉγｌ，２），…，ｅｘｐ（－ｉγｌ，Ｍ）］
Ｔ

（２）

其中， 槡ｉ＝ －１为复数单元．设λ为信号波长，则γｌ，ｍ
为：

γｌ，ｍ＝
２π
λ
（ｙｍｃｏｓθｌｓｉｎφｌ＋ｚｍｓｉｎθｌ） （３）

设 Ｒ为阵列接收数据ｘ（ｔ）的协方差矩阵，则其可表示
为 Ｒ＝Ｅ｛ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ）｝＝ＡＲＳＡＨ＋σ２Ｉ．其中，ＲＳ是信号
协方差矩阵．对 Ｒ进行特征值分解，有：Ｒ＝ＵΛＵＨ．其
中，Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λＭ）为对角阵，λ１…λＭ－Ｌ＋１
＝…＝λＭ＝σ２为 Ｒ的特征值，其对应的特征向量为
ｅｉ，ｉ＝１，２，…，Ｍ，Ｕ为特征向量阵且按特征值可分块
为Ｕ＝［ＳＧ］．称由 Ｓ＝［ｅ１，ｅ２，…，ｅＬ］张成的子空间为
信号子空间 ｓｐａｎ（Ｓ），而由 Ｇ＝［ｅＭ－Ｌ＋１，…，ｅＭ］张成的
子空间为噪声子空间 ｓｐａｎ（Ｇ）．在阵列信号处理中，可
证明［４］：ｓｐａｎ（Ｓ）⊥ｓｐａｎ（Ｇ）且 ｓｐａｎ（Ｓ）＝ｓｐａｎ（Ａ），故：

ａＨ（θ，φ）Ｇ＝０ （４）
由此，可构造如下的ＭＵＳＩＣ空间谱函数：

ｆＭＵＳＩＣ（θ，φ）＝
１

ａＨ（θ，φ）ＧＧ
Ｈａ（θ，φ）

（５）

根据子空间正交性原理，在二维空间搜索，使得

ＭＵＳＩＣ空间谱函数出现极大值的入射角即为信号
ＤＯＡ．

３ 基于ＭＨＣＳ的ＤＯＡ估计算法

３１ 从角度域ＤＯＡ估计到变换域ＤＯＡ估计
为了降低ＭＵＳＩＣ算法的计算量，我们做如下变换：

ｕｃｏｓθｓｉｎφ
ｖｓｉｎ{

θ
（６）

该变换将ＭＵＳＩＣ谱函数 ｆＭＵＳＩＣ（θ，φ）从传统角度域
（θ，φ）变换到了变换域（ｕ，ｖ），我们称（ｕ，ｖ）为变换域
ＤＯＡ．将式（６）代入式（３），可得：

γｌ，ｍ＝
２π
λ
（ｙｍｕｌ＋ｚｍｖｌ） （７）

可见：变换域相位差γｌ，ｍ是变量（ｕ，ｖ）的线性函
数．容易理解，以（θ，φ）和以（ｕ，ｖ）得到的 ＭＵＳＩＣ空间
谱函数在物理意义上是等效的．这是因为，对于给定角
度域 ＤＯＡ（珓θ，珘φ），有唯一变换域 ＤＯＡ（珘ｕ，珓ｖ）与之对应，
反之，由式（６）可得：
θ１＝ｓｉｎ－１（ｖ）

φ１＝ｓｉｎ
－１（

ｕ
１－ｖ槡 ２

{ ）
或

θ２＝ｓｉｎ－１（ｖ）

φ２＝π－ｓｉｎ
－１（

ｕ
１－ｖ槡 ２

{ ）

（８）
即对给定变换域 ＤＯＡ（珘ｕ，珓ｖ），有两对角度域

ＤＯＡ（珓θ，珘φ）及（珓θ，π－珘φ）与其对应，注意到利用式（４）可
对（珓θ，珘φ）及（珓θ，π－珘φ）是否为真实 ＤＯＡ进行判断，因而
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基于变换域的 ＤＯＡ估计不存在测角模糊的问题．对式
（６）两边同时求微分，可得：

Δｕ＝
ｕ
θΔθ

＋ｕ
φ
Δφ＝（－ｓｉｎθｓｉｎφ）Δθ＋（ｃｏｓθｃｏｓφ）Δφ

Δｖ＝
ｖ
θΔθ

＋ｖ
φ
Δφ＝（ｃｏｓθ）

{
Δθ

（９）
因此，可得：

｜Δｕ｜＝｜（－ｓｉｎθｓｉｎφ）Δθ＋（ｃｏｓθｃｏｓφ）Δφ｜≤｜Δθ｜＋｜Δφ｜
｜Δｖ｜＝｜（ｃｏｓθ）Δθ｜≤｜Δθ{ ｜

（１０）
由式（１０）可知：变换域 ＭＵＳＩＣ和角度域 ＭＵＳＩＣ关

于各自自变量的变换率是不一样的，相比于角度域，变

换域 ＭＵＳＩＣ在某些角度会出现峰值位置的误差，然而
该误差不会超过搜索步长｜Δθ｜和｜Δφ｜．通常，｜Δθ｜和
｜Δφ｜取值很小，因而变换域空间谱函数的峰值位置误
差不会太大．因而，基于变换域的ＤＯＡ估计和基于角度
域的ＤＯＡ估计是等效的．
３２ 变换域空间划分及ＭＨＣＳ谱函数构造

由式（６）可知，ｕ和ｖ的取值范围均为［－１，１］．为
了利用ＭＨＣＳ，我们对变换域ＤＯＡ范围进行图２所示的
角度划分．

其中，ｕ、ｖ方向各划分为Ｖ、Ｈ份，称图２中角度分
片的总数（即 Ｈ和Ｖ的乘积）为 ＭＨＣＳ的压缩倍数，记
其为：

ＴＨＶ （１１）
下述推导将表明：基于 ＭＨＣＳ的 ＤＯＡ估计只需搜

索图２中的某一个角度分片即可完成，因此，其相比于
ＭＵＳＩＣ算法能将ＤＯＡ估计的计算量约降低 Ｔ倍．

设 Ｂｓ，ｔ为ｕ方向第ｓ，ｓ∈［１，Ｖ］、ｖ方向第ｔ，ｔ∈［１，
Ｈ］个角度分片，（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）为 Ｂｓ，ｔ内的角度取值，则

（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）∈Ｂｓ，ｔ：
ｕｓ，ｔ＝ｕ１，１＋ｓΔｕ
ｖｓ，ｔ＝ｖ１，１＋ｔΔ{ ｖ

（１２）

用 ａ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）表示（ｕ，ｖ）域导向矢量 ａ（ｕ，ｖ）在
Ｂｓ，ｔ内的取值，那么由式（２）、（７）可得：
ａ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）＝［ｅｘｐ（－ｉβｌ，１），…，ｅｘｐ（－ｉβｌ，Ｍ）］

Ｔ

＝［ｅｘｐ（－ｉ２π
λ
（ｙ１ｕｓ，ｔ＋ｚ１ｖｓ，ｔ）），…，ｅｘｐ（－ｉ

２π
λ
（ｙＭｕｓ，ｔ＋

ｚＭｖｓ，ｔ））］Ｔ

［ａ１（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ），…，ａＭ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）］Ｔ （１３）
其中，ａｍ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）代表 ａ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）第 ｍ，ｍ∈［１，Ｍ］个
元素．

将式（１２）代入式（１３），可将 ａｍ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）表示为：

ａｍ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）＝ｅｘｐ［－ｉ
２π
λ
（ｙｍｕｓ，ｔ＋ｚｍｖｓ，ｔ）］

＝ｅｘｐ｛－ｉ２π
λ
［ｙｍ（ｕ１，１＋ｓΔｕ）＋ｚｍ（ｖ１，１＋ｔΔｖ）］｝

＝ｅｘｐ［－ｉ２π
λ
（ｙｍｕ１，１＋ｚｍｖ１，１）］·ｅｘｐ［－ｉ

２π
λ
（ｓｙｍΔｕ＋ｔｚｍΔｖ）］

ａｍ（ｕ１，１，ｖ１，１）·βｓ，ｔ，ｍ （１４）
其中，常数βｓ，ｔ，ｍ定义为：

βｓ，ｔ，ｍｅｘｐ［－ｉ
２π
λ
（ｓｙｍΔｕ＋ｔｚｍΔｖ）］ （１５）

将式（１４）代入式（１３），可得：
ａ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）＝［ａ１（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ），…，ａＭ（ｕｓ，ｔ，ｖｓ，ｔ）］Ｔ

＝［ａ１（ｕ１，１，ｖ１，１）·βｓ，ｔ，１，…，ａＭ（ｕ１，１，ｖ１，１）·βｓ，ｔ，Ｍ］
Ｔ

＝［ａ１（ｕ１，１，ｖ１，１），…，ａ１，１，Ｍ（ｕ１，１，ｖ１，１）］Ｔ

⊙［βｓ，ｔ，１，…，βｓ，ｔ，Ｍ］
Ｔ

ａ（ｕ１，１，ｖ１，１）⊙βｓ，ｔ （１６）
其中，⊙表示 Ｈａｄａｍａｒｄ点乘，常数向量βｓ，ｔ取值为：

βｓ，ｔ［βｓ，ｔ，１，βｓ，ｔ，２，…，βｓ，ｔ，Ｍ］
Ｔ （１７）

式（１６）建立了导向矢量 ａ（ｕ，ｖ）在 Ｂｓ，ｔ内的取值与
其在Ｂ１，１内取值的映射关系，该映射是通过常数向量

βｓ，ｔ建立的非线性映射关系．接下来，利用该关系可进一
步建立噪声子空间 Ｇ在Ｂｓ，ｔ内的取值与其在Ｂ１，１内取
值的映射关系．

设信号源对应的变换域 ＤＯＡ为（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ），不失一
般性，假设（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）∈Ｂｓ，ｔ，那么由式（４），可得：

ａＨ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）Ｇ＝０ （１８）
将式（１６）代入式（１８）中，可得：

０＝ａＨ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）Ｇ
＝［ａ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）⊙βｓ，ｔ］Ｈ［ｇ１，…，ｇＭ－Ｌ］
＝ａＨ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）（［ｇ１⊙βＨｓ，ｔ，…，ｇＭ－Ｌ⊙βＨｓ，ｔ］）

＝ａＨ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）（Ｇ⊙ β
Ｈ
ｓ，ｔ，β

Ｈ
ｓ，ｔ，…，β

Ｈ
ｓ，      ｔ

Ｍ－

[ ]
Ｌ

）

ａＨ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）（Ｇ⊙Ｑｓ，ｔ） （１９）
其中，（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）和（^ｕ１，１，^ｖ１，１）∈Ｂ１，１满足：

ｕ^ｓ，ｔ＝ｕ^１，１＋ｓΔｕ
ｖ^ｓ，ｔ＝ｖ^１，１＋ｔΔ{ ｖ

，ｓ∈［１，Ｖ］，ｔ∈［１，Ｈ］ （２０）

常数矩阵 Ｑｓ，ｔ定义为：

Ｑｓ，ｔ β
Ｈ
ｓ，ｔ，β

Ｈ
ｓ，ｔ，…，β

Ｈ
ｓ，      ｔ

Ｍ－

[ ]
Ｌ

（２１）

由式（１９）可见，若定义：
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Ｇ１，１Ｇ
Ｇｓ，ｔＧ１，１⊙Ｑｓ，ｔ，ｓ∈［２，Ｖ］，ｔ∈［２，Ｈ{ ］

（２２）

则可以看出对于角度分片 Ｂｓ，ｔ内的真实ＤＯＡ（^ｕｓ，ｔ，
ｖ^ｓ，ｔ），在角度分片 Ｂ１，１内存在虚拟的ＤＯＡ（^ｕ１，１，^ｖ１，１），真
实ＤＯＡ对应的导向矢量 ａ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）与原噪声子空间
Ｇ１，１正交，而虚拟 ＤＯＡ对应的导向矢量取值 ａ（^ｕ１，１，
ｖ^１，１）与变换的噪声子空间 Ｇｓ，ｔ正交．
设 Ｇｓ，ｔ，ｓ∈［１，Ｖ］，ｔ∈［１，Ｈ］的交集为 Ｇｉｎｔｅｒ，即：

Ｇｉｎｔｅｒ∩
Ｖ

ｓ＝１
∩
Ｈ

ｔ＝１
Ｇｓ，ｔ （２３）

由于交集 Ｇｉｎｔｅｒ是 Ｇｓ，ｔ的子集，因而有：
ａＨ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）Ｇｉｎｔｅｒ＝０

ａＨ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）Ｇｉｎｔｅｒ
{ ＝０

（２４）

因此，可用 Ｇｉｎｔｅｒ代替 ＭＵＳＩＣ算法的噪声子空间
Ｇ１，１，在变换域（ｕ，ｖ）内构造如下的 ＭＵＳＩＣ高阶压缩谱
函数：

ｆＭＨＣＳ（ｕ，ｖ）＝
１

ａＨ（ｕ，ｖ）ＧｉｎｔｅｒＧＨｉｎｔｅｒａ（ｕ，ｖ）
（２５）

由式（２４）可见，ＭＨＣＳ将在真实ＤＯＡ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）和虚
拟ＤＯＡ（^ｕ１，１，^ｖ１，１）处同时产生极大值．由于（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）和
（^ｕ１，１，^ｖ１，１）通过式（２０）直接关联，因此我们只需搜索某
一个角度分片即可定位某个虚拟 ＤＯＡ对应的峰值位
置，然后通过式（２０）计算得到所有可能的峰值位置，这
些位置都可能为真实变换域 ＤＯＡ，为了不产生测角模
糊，最后可以利用式（４）对干扰峰值进行排除（因为仅
在真实ＤＯＡ位置，导向矢量的取值才与原噪声子空间
Ｇ１，１正交）．
３３ ＭＨＣＳ噪声子空间求解

求取 Ｇｉｎｔｅｒ是构造 ＭＨＣＳ谱函数的关键，这里给出
如下两个定理为求解 Ｇｉｎｔｅｒ做理论准备．

定理１ 令 Ｇｓ，ｔ，ｓ∈［１，Ｖ］，ｔ∈［１，Ｈ］如式（２２）定
义，利用 Ｇｓ，ｔ定义如下的矩阵Ｐｓ，ｔ：

Ｐｓ，ｔＧｓ，ｔＧＨｓ，ｔ （２６）
那么 Ｐｓ，ｔ是子空间ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）上的投影矩阵．
证明 由投影矩阵的定义［１２］，我们只需证明如下

等式即可：

Ｐｓ，ｔ＝ＰＨｓ，ｔ，Ｐｓ，ｔ＝Ｐ２ｓ，ｔ （２７）
设 ｇｉ的第ｊ个元素为ｇｉ，ｊ，ｉ∈［１，Ｍ－Ｌ］，ｊ∈［１，

Ｍ］；Ｇｓ，ｔ的第 ｉ，ｉ∈［１，Ｍ－Ｌ］列为 ｇｓ，ｔ，ｉ．注意到

‖βｓ，ｔ，ｊ‖
２≡１，由式（１５）、（１７）及（１９），可得：

ｇＨｓ，ｔ，ｉｇｓ，ｔ，ｊ＝（ｇＨｉ⊙βｓ，ｔ）（ｇｊ⊙βＨｓ，ｔ）
＝［βｓ，ｔ，１ｇｉ，１，βｓ，ｔ，２ｇｉ，２，…，βｓ，ｔ，Ｍｇｉ，Ｍ］

·

βｓ，ｔ，１ｇｉ，１

βｓ，ｔ，２ｇｉ，２
…

βｓ，ｔ，Ｍｇｉ，











Ｍ

＝∑
Ｍ

ｊ＝１
‖βｓ，ｔ，ｊ‖

２ｇｉ，ｊｇｉ，ｊ＝∑
Ｍ

ｊ＝１
ｇｉ，ｊｇｉ，ｊ＝ｇＨｉｇｊ

＝δ（ｉ－ｊ） （２８）
其中，δ（·）为狄拉克函数，（·）为复数共轭．因此：

ＧＨｓ，ｔＧｓ，ｔ＝

ｇＨｓ，ｔ，１
ｇＨｓ，ｔ，２
…

ｇＨｓ，ｔ，Ｍ－











Ｌ

［ｇｓ，ｔ，１，ｇｓ，ｔ，２，…，ｇｓ，ｔ，Ｍ－Ｌ］

＝
δ（１－１） … δ（１－Ｍ＋Ｌ）
… … …

δ（Ｍ－Ｌ－１） … δ（Ｍ－Ｌ－Ｍ＋Ｌ









）

＝Ｉ （２９）
从而，我们有：

Ｐ２ｓ，ｔ＝Ｐｓ，ｔＰｓ，ｔ＝Ｇｓ，ｔＧＨｓ，ｔＧｓ，ｔＧＨｓ，ｔ＝Ｇｓ，ｔＩＧＨｓ，ｔ＝Ｐｓ，ｔ
（３０）

显然，Ｐｓ，ｔ＝ＰＨｓ，ｔ．故式（２６）式成立．
定理２ 利用 Ｐｓ，ｔ＝Ｇｓ，ｔＧＨｓ，ｔ构造如下的矩阵Ｍ：

ＭＴＩ－∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
Ｐｓ，ｔ （３１）

Ｍ的零空间定义为：
ｎｕｌｌ（Ｍ）｛η｜η∈ＣＭ，Ｍη＝０｝ （３２）

那么，我们有：

ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）＝ｎｕｌｌ（Ｍ） （３３）
证明 假设向量η∈ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ），由于 Ｇｉｎｔｅｒ为 Ｇｓ，ｔ

的交集，因此，我们有η∈ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ），ｓ∈［１，Ｖ］，ｔ∈
［１，Ｈ］．由于 Ｐｓ，ｔ是子ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）上的投影矩阵，从而η
＝Ｐｓ，ｔη，于是，可得：

‖Ｍη‖＝‖（ＴＩ－∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
Ｐｓ，ｔ）η‖

≤∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
‖（Ｉ－Ｐｓ，ｔ）η‖＝０

（３４）

这表明：Ｍη＝０．从而，η∈ｎｕｌｌ（Ｍ）．由向量η的
任意性，我们可以得到 ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）ｎｕｌｌ（Ｍ）．

另一方面，假设η∈ｎｕｌｌ（Ｍ），则由式（３１）和（３２），
得：

Ｍη＝（ＴＩ－∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
Ｐｓ，ｔ）η＝Ｔη－∑

Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
Ｐｓ，ｔη＝０

（３５）
对上式两边同时取模，可得：

Ｔ‖η‖＝‖∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
Ｐｓ，ｔη‖≤∑

Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
‖Ｐｓ，ｔη‖＝０

（３６）
注意到 Ｐｓ，ｔ是子ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）上的投影矩阵，因此，我

们有‖Ｐｓ，ｔη‖≤‖η‖．从而，由式（３６）我们可得：

Ｔ‖η‖≤∑
Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
‖Ｐｓ，ｔη‖≤∑

Ｖ

ｓ＝１
∑
Ｈ

ｔ＝１
‖η‖＝Ｔ‖η‖
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（３７）
这表明：‖Ｐｓ，ｔη‖ ＝‖η‖，即 Ｐｓ，ｔη＝η．由投影

矩阵 的 性 质，可 知 η∈ ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）．因 此，η ∈
ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）．向量η的任意性，我们可以得到 ｎｕｌｌ（Ｍ）

ｓｐａｎ（Ｇｓ，ｔ）．
由上述证明可知定理成立．
下来，我们用奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉ

ｔｉｏｎ，ＳＶＤ）求取 Ｇｉｎｔｅｒ的标准正交基．矩阵 Ｍ的 ＳＶＤ可表
示为：

Ｍ＝ＸｓΣｓＹｓ＋ＸｎΣｎＹｎ （３８）
其中，Ｘｓ＝［μ１，μ２，…，μＴＬ］，Ｘｎ＝［珘μ１，珘μ２，…，珘μＭ－ＴＬ］分
别为 Ｍ的非零奇异值和零奇异值对应的左奇异向量
组成的矩阵，而矩阵 Ｙｓ＝［ξ１，ξ２，…，ξＴＬ］，Ｙｎ＝［珘ξ１，珘ξ２，
…，珘ξＭ－ＴＬ］分别为 Ｍ的非零奇异值和零奇异值对应的
右奇异向量组成的矩阵．
由于ξ

Ｈ
ｉ珘ξｊ＝０，ｉ∈［１，ＴＬ］，ｊ∈［１，Ｍ－ＴＬ］，因此：

Ｍ珘ξｊ＝∑
ＴＬ

ｓ＝１
ρｉμｉξ

Ｈ
ｉ珘ξｊ＝０ （３９）

其中，ρｉ，ｉ∈［１，ＴＬ］为 Ｍ的ＴＬ个非零奇异值．
由式（３９）可见：向量组ξｉ，ｉ∈［１，ＴＬ］满足 Ｍ珘ξｊ＝０

并且线性无关．因此，它们构成了 Ｍ零空间ｎｕｌｌ（Ｍ）的
标准正交基．结合定理 ２我们可知，ξｉ，ｉ∈［１，ＴＬ］也构
成了交集子空间 ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）的标准正交基．因此，Ｇｉｎｔｅｒ
可通过下式获得：

Ｇｉｎｔｅｒ＝Ｙｎ＝［珘ξ１，珘ξ２，…，珘ξＭ－ＴＬ］ （４０）
由式（４０）可见：ＭＨＣＳ利用的交集噪声子空间 Ｇｉｎｔｅｒ

的维度为 Ｍ－ＴＬ．这是容易理解的，因为 ＭＨＣＳ对于每
个真实信号源产生了 Ｔ个虚拟信号源，因而其等效的
拥有 ＴＬ个信号源，故其噪声子空间的维度相比于传统
ＭＵＳＩＣ算法更低．为了保证交集噪声子空间 Ｇｉｎｔｅｒ非空，
需满足：

Ｔ≤
Ｍ－１
Ｌ （４１）

其中，?·」表示向下取整运算．
因此，当阵元数远大于信号源数时，ＭＨＣＳ相比于

传统ＭＵＳＩＣ能够大幅降低ＤＯＡ估计的计算量．
３４ 算法实现步骤总结

综上所述，基于 ＭＨＣＳ的二维 ＤＯＡ估计算法步骤
如下：

步骤１ 由式（４１）选择合适的压缩倍数 Ｔ并基于
式（１１）和图２对二维变换域角度范围进行划分；

步骤２ 由式（３１）计算矩阵 Ｍ，并对其进行奇异值
分解；

步骤３ 由式（４０）计算交集噪声子空间 Ｇｉｎｔｅｒ并由
式（２５）构造（ｕ，ｖ）域ＭＨＣＳ谱函数 ｆＭＨＣＳ（ｕ，ｖ）；

步骤４ 仅在角度分片 Ｂ１，１内搜索得到 ｆＭＨＣＳ（ｕ，ｖ）
的峰值位置（^ｕ１，１，^ｖ１，１）并将（^ｕ１，１，^ｖ１，１）代入式（２０）计算
得到可能的变换域 ＤＯＡ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ），ｓ∈［１，Ｖ］，ｔ∈［１，
Ｈ］；
步骤５ 将满足‖ａＨ（^ｕｓ，ｔ，^ｖｓ，ｔ）Ｇ‖２≈０的（^ｕｓ，ｔ，

ｖ^ｓ，ｔ）代入式（８）计算得到可能的角度域 ＤＯＡ（^θｓ，ｔ，

)

φｓ，ｔ）

或（^θｓ，ｔ，π－

)

φｓ，ｔ）；

步骤６ 从（^θｓ，ｔ，^φｓ，ｔ）及（^θｓ，ｔ，π－φ^ｓ，ｔ），ｓ∈［１，Ｖ］，
ｔ∈［１，Ｈ］选择使得‖ａＨ（^θｓ，ｔ，^φｓ，ｔ）Ｇ‖

２最小的 Ｌ个角
度作为真实ＤＯＡ给出．

注意到式（６）中，（ｕ，ｖ）的定义式可以随着阵列结
构改变，同时结合上述分析过程可见，本文提出的算法

能够适用于任意结构的二维平面阵列．
３５ 算法复杂度分析

设二维空间谱的总点数为 Ｊ，则ＭＵＳＩＣ算法总计算
量为：

ＣＭＵＳＩＣ＝Ｏ（Ｍ２Ｌ）＋Ｏ（Ｊ（Ｍ＋１）（Ｍ－Ｌ）） （４２）
其中，Ｏ（Ｊ（Ｍ＋１）（Ｍ－Ｌ））为谱峰搜索的计算量，
Ｏ（Ｍ２Ｌ）为矩阵 Ｒ特征值分解的计算量［１３］．
由于ＭＨＣＳ等效信号子空间维度为 ＴＬ，等效噪声

子空间维度为 Ｍ－ＴＬ，同时注意到 ＭＨＣＳ仅需要搜索
Ｊ／Ｔ个空间谱点数，因此，本文算法的复杂度为：

ＣＭＨＣＳ＝Ｏ（ＴＭ２Ｌ）＋Ｏ（Ｍ２Ｌ）
＋Ｏ（Ｊ（Ｍ＋１）（Ｍ－ＴＬ）／Ｔ） （４３）

其中，Ｏ（ＴＭ２Ｌ）为矩阵 Ｍ奇异值分解的计算量［１３］．
通常，空间谱总点数远远大于阵列数，即 ＪＭ＞

Ｌ，因此，我们有：
ＣＭＵＳＩＣ／ＣＭＨＣＳ≈Ｔ （４４）

这表明，本文算法相比于传统 ＭＵＳＩＣ算法能将 ＤＯＡ估
计的计算量约降低 Ｔ倍．

４ 仿真及分析

实验采用二维均匀阵，阵元间距为半个波长．在统
计ＤＯＡ估计精度时设置 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验次数为 ２００
次，角度域谱搜索步长为 ００１°，变换域搜索步长π／
１８０００＝１７４５ｅ－４．

图３给出了ＳＮＲ＝１０ｄＢ、Ｎ＝１００、阵元数 Ｍ＝１０、单
个信号源ＤＯＡ为（θ，φ）＝（３０°，６０°）时的 ＭＨＣＳ空间谱
图．其中，ＭＨＣＳ压缩倍数设置为 Ｔ＝ＨＶ＝２３＝６．由
图２可知：此时空间划分中的Δｕ≈０６７而Δｖ＝１，真实
变换域ＤＯＡ为（ｕ，ｖ）＝（ｃｏｓθｓｉｎφ，ｓｉｎθ）＝（０７５，０５）且
其落在角度分片 Ｂ１２中．由于 Ｔ＝６，因此ＭＨＣＳ会产生５
个虚拟ＤＯＡ，它们的值可根据式（２０）计算得出，如表 １
所示．

对比图３和表１结果可见：ＭＨＣＳ所有峰值位置与
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式（２０）计算结果完全一致．由于ＭＨＣＳ的所有谱峰均匀
地分布于（ｕ，ｖ）平面，因此搜索 ＭＨＣＳ的一个角度片段
即可定位该分片内的峰值位置，根据式（２０）进而可计算
得到所有虚拟 ＤＯＡ，最后以变换域最小化‖ａＨ（ｕ，ｖ）
Ｇ‖２及角度域最小化‖ａＨ（θ，φ）Ｇ‖

２的准则即可得到

真实ＤＯＡ估计，如表２所示．

表１ ＭＨＣＳ虚拟ＤＯＡ计算

角度

分片

角度分片范围

ｕ ｖ

式（２０）
ｓ取值

式（２０）
ｔ取值

虚拟ＤＯＡ

ｕ ｖ

Ｂ１１ ０．３３～１ －１～０ ０ －１ ０．７５ －０．５

Ｂ２１ －０．３４～０．３３－１～０ －１ －１ ０．０８ －０．５

Ｂ３１ －１～－０．３４ －１～０ －２ －１ －０．５８ －０．５

Ｂ１２ ０．３３～１ ０～１ ０ ０ ０．７５ ０．５

Ｂ２２ －０．３４～０．３３ ０～１ －１ ０ ０．０８ ０．５

Ｂ３２ －１～－０．３４ ０～１ －２ ０ －０．５８ ０．５

表２ ＭＨＣＳ极值检验

变换域ＤＯＡ

ｕ ｖ
‖ａＨ（ｕ，ｖ）Ｇ‖２

真实／
虚拟

角度域ＤＯＡ

θ φ

０．７５ －０．５ １５．８７ 虚拟 ／ ／

０．０８ －０．５ １５．２２ 虚拟 ／ ／

－０．５８ －０．５ １４．３６ 虚拟 ／ ／

０．７５ ０．５ ０．００６２ 真实 ３０° ６０°或１２０°

０．０８ ０．５ １５．５７ 虚拟 ／ ／

－０．５８ ０．５ １５．０１ 虚拟 ／ ／

由表２可见：由于φ＝１２０
°取值越界（注意图１中，θ

和φ的取值范围均为 －９０°～９０°），因此 ＭＨＣＳ给出的
最终角度域 ＤＯＡ估计值为（θ，φ）≈（３０°，６０°），这与实
际信号ＤＯＡ相一致．

图４给出了ＳＮＲ＝１０ｄＢ、Ｎ＝１００、阵元数 Ｍ＝１６、两
个信号源ＤＯＡ（θ１，φ１）＝（２０°，５０°）及（θ２，φ２）＝（３０°，
３０°）时的ＭＨＣＳ空间谱图．其中，压缩倍数设置为 Ｔ＝
ＨＶ＝２２＝４．
此时，（θ１，φ１）＝（２０°，５０°）产生的变换域 ＤＯＡ位于

（０７２，０３４）而（θ２，φ２）＝（３０°，３０°）产生的变换域 ＤＯＡ

位于（０４３，０５０）．
由图４可见：ＭＨＣＳ同样产生了均匀地分布于（ｕ，

ｖ）平面的 Ｔ＝４个虚拟谱峰，因此我们仅搜索 ＭＨＣＳ的
一个角度片段，之后通过类似于表１～表２的虚拟 ＤＯＡ
计算和极值检测即可得到真实ＤＯＡ估计．

为了比较ＭＨＣＳ与ＭＵＳＩＣ空间谱的差异，图５和图
６分别给出了快拍数 Ｎ＝１００、阵元数 Ｍ＝１６时，基于
ＭＵＳＩＣ空间谱和不同压缩倍数的 ＭＨＣＳ空间谱峰值搜
素进行 ＤＯＡ估计均方根误差（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，
ＲＭＳＥ）以及成功概率与信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，
ＳＮＲ）的对比关系．

由图５可见：与传统 ＭＵＳＩＣ算法相比，本文提出的
ＭＨＣＳ算法ＤＯＡ估计的均方根误差略大，而且该误差随
着压缩倍数的增大而增大．由图 ６可见：ＭＨＣＳ的空间
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分辨率较之传统 ＭＵＳＩＣ算法略高，同时随着压缩倍数
的增大，ＭＨＣＳ的空间分辨率呈现逐渐增高的趋势．

ＭＨＣＳ利用了多个子空间交集，因而其累积了子空
间估计的误差［１１］，故估计精度比 ＭＵＳＩＣ略低；另一方
面，ＭＨＣＳ相比于 ＭＵＳＩＣ具有更低的噪声子空间维度，
因此其空间谱比 ＭＵＳＩＣ空间谱更为尖锐［１１］，故其分辨
率更高．对比 ＭｉｎｉＮｏｒｍ和 ＭＵＳＩＣ算法的关系可知：本
文提出的ＭＨＣＳ算法与 ＭＵＳＩＣ算法的关系与上述两种
算法的关系十分相似［１４］．

５ 结论

波达角估计是阵列信号处理的重要研究课题．传
统ＭＵＳＩＣ算法计算量巨大而难以满足实时处理要求．
本文从空间角度划分和噪声子空间映射的角度入手，

提出了一种基于空间谱压缩技术的高效二维波达角估

计算法，该算法可适用于任意平面阵列结构，能大幅降

低波达角估计的计算量，具有较大的理论和应用价值．
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